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Lecture 7 

Fourier Series  متسلسلة فورير 

A function 𝑓(𝑥) is said to have period P if 𝑓(𝑥 + 𝑝)  =  𝑓(𝑥) for all (𝑥) 

Let 𝑓(𝑥)  has period 2𝜋 , it is enough to consider behavior of the function 

on the interval [-𝜋, 𝜋]  

 (𝑥)عندما تضاف الى   𝑓(𝑥)( تسمى دورة الدالة  𝑝قيمة )     

Ex: 𝑓(𝑥) = 𝑆𝑖𝑛 (𝑥) 

Periodic function with P=2𝜋 , 𝑊ℎ𝑒𝑟𝑒 𝑆𝑖𝑛 (𝑥 + 2𝜋) = 𝑆𝑖𝑛 (𝑥) 

 

 

 

للمتغير  sin ,cos هو كتابة هذه الدالة في صورة متسلسلة من        f(x)يقصد بتحليل فورييه للدالة 

 ( xالمستقل )

 

 

 

 

 



 الصيغة العامة لمتسلسلة فورير هي :  

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+  ∑ 𝑎𝑛𝐶𝑜𝑠 (𝑛𝑥) +  ∑ 𝑏𝑛𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

𝑎0 =
1

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝑏2

𝑏1
               

       𝑎𝑛 =
1

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) 𝐶𝑜𝑠 𝑛𝑥 𝑑𝑥

𝑏2

𝑏1
 

       𝑏𝑛 =
1

𝑃
∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥  𝑑𝑥

𝑏2

𝑏1
 

 

 ملاحظة مهمة جدا:

 : هي الدالة التي عند رسمها تكون متناظرة حول نقطة الأصل كما في الأمثلة  odd  الدالة الفردية  -1

𝑎0 = 𝑎𝑛 = 0 

𝑏𝑛 =? 

 

 كما في الأمثلة   y: هي الدالة التي عند رسمها تكون متناظرة حول محور  even   الدالة الزوجية  -2

𝑎0 =?      , 𝑎𝑛 =? 

𝑏𝑛 = 0 

 



في حل متسلسلة فورير يجب أولا رسم الدالة لتعرف هل هي دالة زوجية أو فردية أو غير زوجية وغير    -3

 وذلك حسب المجال المعطى مع الدالة فردية 

,𝑎0في حالة ظهور دالة )بعد الرسم( لا فردية ولازوجية فيجب حساب المعادلات الثلاثة )  -4 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 ) 

 

EX1:  f(t) =[
1              0 < 𝑡 <

𝜋

2
    

0          
𝜋

2
< 𝑡 < 2𝜋      

] 

 

f(t)= 1  

 f(t) t 

(0,1) 1 0 
𝜋

2
, 1)) 

 

1 𝜋

2
 

f(t)= 0  

 f(t) t 

(
𝜋

2
,0) 0 

𝜋

2
 

(2𝜋,0) 0 2𝜋 

 

 

 

, 𝑎0الدالة لا زوجية ولا فردية اذا نحتاج لأستخراج القيم الثلاثة   𝑎𝑛 , 𝑏𝑛   



P= 
𝑝

2
 = 

2𝜋

2
 = 𝜋 

𝑎0 =
1

𝑃
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

𝑏2

𝑏1

 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

1

𝜋
[∫ 1 𝑑𝑡 + ∫ 0 

2𝜋

𝜋
2

𝑑𝑡 

𝜋
2

0

] 
2𝜋

0

 

=
1

𝜋
 [𝑡]

0

𝜋
2 + [0]𝜋

2

2𝜋  

=
1

𝜋
∗ (

𝜋

2
− 0) + 0 =

1

2
 

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 0 ∗ 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡) 

2𝜋

𝜋
2

𝑑𝑡 

𝜋
2

0

] 

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 + 0 

𝜋
2

0

] =
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝜋
2

0

]  

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝜋
2

0

]  =  
1

𝜋
[
𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡)

𝑛
]

0

𝜋
2

=  
1

𝜋
[
𝑆𝑖𝑛 (

𝜋𝑛
2

)

𝑛
− 

𝑆𝑖𝑛(0)

𝑛
]  

𝑎𝑛 =
1

𝜋
[
𝑆𝑖𝑛 (

𝑛𝜋
2

)

𝑛
] 



𝑎𝑛 =
1

𝑛𝜋
[𝑆𝑖𝑛 (

𝑛𝜋

2
)] 

 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) 𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 + ∫ 0 ∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡) 

2𝜋

𝜋
2

𝑑𝑡 

𝜋
2

0

] 

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 + 0 

𝜋
2

0

] =
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝜋
2

0

]  

=
1

𝜋
[∫ 1 ∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑡) 𝑑𝑡 

𝜋
2

0

]  =  [
−𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑡)

𝑛
]

0

𝜋
2

=  
1

𝜋
[−

𝐶𝑜𝑠 (
𝑛𝜋
2

)

𝑛
− 

− 𝐶𝑜𝑠(0)

𝑛
]  

=
1

𝜋
[−

𝐶𝑜𝑠 (
𝑛𝜋
2

)

𝑛
+

1

𝑛
 ] 

𝑏𝑛 =
1

𝑛𝜋
[1 − 𝐶𝑜𝑠 (

𝑛𝜋

2
)] 

𝑓(𝑡) =
𝑎0

2
+  ∑ 𝑎𝑛𝐶𝑜𝑠 (𝑛𝑡) +  ∑ 𝑏𝑛𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑡)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

=
1

4
+  ∑

𝑆𝑖𝑛 (
𝑛𝜋
2 )

𝑛𝜋
𝐶𝑜𝑠 𝑛𝑡 +  ∑

1 − 𝐶𝑜𝑠 (
𝑛𝜋
2 )

𝑛𝜋
𝑆𝑖𝑛 𝑛𝑡

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

 



EX2:  f(x) =[

−𝜋

4
            −  𝜋 < 𝑡 < 0    

𝜋

4
          0 < 𝑡 < 𝜋      

] 

 

f(x)= 
−𝜋

4
  

 f(t) t 

(0,
−𝜋

4
) 

 

−𝜋

4
 0 

− 𝜋,
−𝜋

4
)) 

 

−𝜋

4
 − 𝜋 

f(x) = 
𝜋

4
 

 

 f(t) t 

(0,
𝜋

4
) 

 

𝜋

4
 0 

𝜋,
𝜋

4
)) 

 

𝜋

4
 𝜋 

 

                       p=2𝜋 

 

 𝑎𝑛=𝑎0   0 = نلاحظ أن الدالة فردية )متناظرة حول نقطة الأصل ( لذلك 

 𝑏𝑛نحسب فقط  

P= 
𝑝

2
 = 

2𝜋

2
 = 𝜋 



𝑏𝑛 =
1

P
∫ 𝑓(𝑥) 𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

− 𝜋

=
1

𝜋
[∫

−𝜋

4
∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥) 𝑑𝑥 + ∫

𝜋

4
∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥) 𝑑𝑥 

𝜋

0

 
0

− 𝜋

] 

𝑏𝑛 =
2

𝜋
[∫

𝜋

4
∗ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

]  

 ملاحظة مهمة : الدالة فردية لأن :  

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 

𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥)   وحاصل ضرب دالة فردية في دالة فردية ايضا دالة فردية 

   πإلى  π−  ، يمكننا اختصار التكامل من زوجيةولما تكون الدالة داخل التكامل 

    𝑏𝑛 =  
1

2
[∫ 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0
] 

= 
1

2
[

−𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑥)

𝑛
]

0

π
  

= 
1

2
[(

−𝐶𝑜𝑠(nπ)

𝑛
) − (

−𝐶𝑜𝑠(n∗0)

𝑛
)] 

    𝑏𝑛 =
1

2
[(

−𝐶𝑜𝑠(nπ)

𝑛
) − (

−(1)

𝑛
)] 

𝑏𝑛 =
1

2𝑛
[1 − 𝐶𝑜𝑠(nπ)] 

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+  ∑ 𝑎𝑛𝐶𝑜𝑠 (𝑛𝑥) +  ∑ 𝑏𝑛𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

=  ∑ 𝑏𝑛𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 

= ∑
1

2𝑛
[1 − 𝐶𝑜𝑠(nπ)] 𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

 



EX3:  f(x) =[1            −  𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 ] 

  f(x) =f(-x)دالة زوجية لأن      

 

    

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

1

𝜋
[∫ 1 𝑑𝑥 

𝜋

−𝜋

] 
𝜋

−𝜋

 

=
1

𝜋
 [𝑥]−𝜋

   𝜋   

=
1

𝜋
∗ (𝜋 − (−𝜋)) =

2𝜋

𝜋
= 2 

𝑎0 = 2 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑥)𝑑𝑥 =

𝜋

−𝜋

1

𝜋
∫ 1. 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝑥)𝑑𝑥 

𝜋

−𝜋

 

=
1

𝜋
[
𝑆𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑛
]

−𝜋

π

 

 

= 
1

𝜋
[

𝑆𝑖𝑛(𝑛π)−𝑆𝑖𝑛(−𝑛π)

𝑛
] 

 

Sin(𝑛𝜋) ,لكن     = 0   Sin(−𝑛𝜋) = 0  

𝑎𝑛= 
1

𝜋
∗ (0) = 0 



𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+  ∑ 𝑎𝑛𝐶𝑜𝑠 (𝑛𝑥) +  ∑ 𝑏𝑛𝑆𝑖𝑛 (𝑛𝑥)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

𝑓(𝑥) =
2

2
+  ∑(0)𝐶𝑜𝑠 (𝑛𝑥) +  0

∞

𝑛=1

 

𝑓(𝑥) =
2

2
= 1 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

   

    

    

    



H.W:  Find the fourier exapansion of the fun. 

f(x) = [
( 𝜋 + 𝑥)          −  𝜋 < 𝑥 < 0    
( 𝜋 − 𝑥)          0 < 𝑥 < 𝜋      

] 
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